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Problema 1.
Conductividad térmica en un gas (10 puntos)

La conduccidn térmica se define como la transferencia de energia interna entre dos puntos
de un gas cuando hay una diferencia de temperatura AT. Si consideramos la corriente

e AQ . . . .
calorifica 2o como cantidad de calor transferido por un intervalo de tiempo At en una sola

direccion, esta queda definida como:

AQ . AAT

—— = —KA—

At Ax

Donde k es una constante conocida como coeficiente de conductividad térmica, y A es el
area transversal a la direccién en la que se da el flujo de calor.

El camino libre medio A es la distancia media que recorre una molécula antes de colisionar
con otra.

En este problema trataremos un modelo simplificado para encontrar la conductividad
térmica de un gas. Para esto asumiremos moléculas esféricas de radio r, que se mueven en
una sola direccién con velocidad media, v, y sea n, es el nimero de moléculas por unidad
de volumen.

A. Demuestre que el camino libre medio modelando un area 2.5 pt
efectiva para la colisién viene dado por

1

= 2
4 treng

La cual indicard la méxima area para que la molécula pueda
colisionar.

Ayuda: Encuentre el niumero de moléculas con las que choca una de estas al viajar un
tiempo.
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La teoria cinética de los gases predice que la energia interna de un gas monoatémico esta
dada por:

3
Ec=Nc,T =2 NkgT

donde N es el numero de particulas (moléculas), ¢, es el calor especifico a volumen
constante del gas, kg es la constante de Boltzmann y T la temperatura del gas.

B. ¢Cudl debe ser el incremento de energia que se le da a cada 1.0 pt
molécula para incrementar la temperatura del gas en 1K?

C. Calcule la cantidad de energia media ganada o liberada por una 1.5 pt
molécula entre dos choques consecutivos si se encuentra en un
gradiente de temperatura AT/Ax en la direccién x.

D. Dé una expresion para la transferencia de energia por unidad 1.5 pt
de tiempo y drea teniendo en cuenta el resultado anterior y
sabiendo que hay n, particulas por unidad de volumen con
velocidad media v.

La teoria cinética de los gases también predice que la velocidad media de las particulas en

un gas es:
8kgT
v =
™
E. Con ayuda de los resultados anteriores encuentre una 2.0 pt
expresion para la conductividad térmica del gas en funcién de
la temperatura del gas.
2
“ta B R
*ohe . | MINISTERIO AENTs '
* « | DE EDUCACION,
' lm‘

§ ok CIENCIAY
coBiERNO DE| TECNOLOGIA
EL SALVADOR




XXIV

/O'bF PRUEBA TEORICA | T-1

2019 - El Salvador

En un experimento de medicién de la conductividad térmica de argdn (se comporta como
un gas ideal) se obtuvieron las siguientes curvas:
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Figura 1. Curvas de potencia vs temperatura a presidn constante.

En la Fig.1 se identifican tres regiones debido a diferentes comportamientos:

a. Cuando el camino libre medio es del orden de las dimensiones del contenedor
(A~L) la conductividad térmica deja de ser dependiente de A debido a los choques
con las paredes. Este hecho es la base sobre la cual se basa el funcionamiento de los
mandmetros de Pirani, ya que permiten relacionar la presién con la conductividad
térmica del gas sometido a un flujo de calor constante.

b. Cuando el camino libre medio es mucho menor que las dimensiones del contenedor
(A « L) la conductividad térmica es predicha por las relaciones encontradas
anteriormente.

c. Al ser el camino libre medio mucho mayor a las dimensiones del contenedor (1 >
L) la conductividad térmica deja de ser dependiente del camino libre medio y
ademas procesos transferencia de calor por radiacidn tienen mayor relevancia.

F. Asocie cada una de estas regiones de la figura con estos 1.5 pt
comportamientos.
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Solucion

Problema 1. Conductividad térmica en un gas (10 puntos)

A. Demuestre que el camino libre medio modelando un drea 2.5 pt
efectiva para la colisién viene dado por
1
~ 4mr2ng
La cual indicard la mdxima area para que la molécula pueda
colisionar.

El drea efectiva debe tener radio igual al didmetro de la molécula porque si las moléculas estan
mas separadas que esta distancia, entonces no se tocaran. La distancia recorrida en un tiempo t,
es vt, este arreglo forma un cilindro de radio 2r y altura vt.

El niimero de moléculas que hay en este cilindro es: N = vt(4mr?)n,

Por cada una de estas moléculas habra una colisién, entonces el tendremos N colisiones mientras
la molécula recorre una distancia t. Por tanto, el camino libre medio es la razén entre la distancia
recorrida entre el numero de colisiones que se dieron en esa distancia:

vt 1

A = =
vt(4nr¥)n, (4nrd)ng

B. ¢Cual debe ser el incremento de energia que se le da a cada 1.0 pt
molécula para incrementar la temperatura del gas en 1K?

El incremento de energia por molécula para incrementar la temperatura del gas en 1K es

3
-Ky =c,.
> 8B v

C. Calcule la cantidad de energia media ganada o liberada por una 1.5 pt
molécula entre dos choques consecutivos si se encuentra en un
gradiente de temperatura AT/Ax en la direccién x.

Sabiendo que la distancia media entre choques es el camino libre medio, la diferencia de energia
por particula es

AT
AE = CVAT = CUEA
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D. Dé una expresiodn para la transferencia de energia por unidad
de tiempo y drea teniendo en cuenta el resultado anterior y
sabiendo que hay ng particulas por unidad de volumen con
velocidad media v.

1.5 pt

La cantidad de particulas en un volumen AvAt es AN = nyAvAt
Ji 1AN AT
Z: _AE__t: — AE NgvV = —CyNy UAE

E. Con ayuda de los resultados anteriores encuentre una
expresion para la conductividad térmica del gas en funcién de
la temperatura del gas.

2.0 pt

Ky |KgT

K=CNyVA=— |[——
vo nr? |8ntM

F. Asocie cada una de estas regiones de la figura con estos
comportamientos.

1.5 pt

De la expresién del camino libre medio se puede ver que a menor presion el camino libre medio

aumenta. Regién 1 - C

Cuando el camino libre medio es mucho menor que las dimensiones la conductividad térmica no
depende de la presidn, lo que se puede ver en la acumulacién de curvas para diferentes presiones.

Regién3 - B

Y cuando es del orden la conductividad térmica depende de la presién y por tanto a diferentes

presiones se obtendrian diferentes curvas. Region 2 — A
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Problema 2.
Aplicaciones sencillas de la formula de Larmor (10 puntos)

En 1897, el fisico irlandés Joseph Larmor escribié un articulo donde describia la radiacién
debida a iones con movimiento acelerado. A pesar de que al momento de su publicacion la
fisica de particulas todavia se encontraba en sus inicios, la férmula de Larmor ha servido
para estudiar diferentes modelos. La manera convencional de escribir la potencia total
radiada debida a una carga eléctrica puntual acelerada viene dada por

. Hoq*a’

P
61C

donde g es la carga eléctrica, a es su aceleracion, c es la velocidad de la luz en el vacio y u,
es la permeabilidad magnética en el vacio. Esta expresidn es también conocida como
Férmula de Larmor no relativista.

En este ejercicio estudiaremos la potencia de radiacién emitida en diferentes modelos:
electron como particula uniformemente acelerada, electrén como oscilador armdnico
simple y el atomo de hidrégeno. En todos estos modelos solamente serdn consideradas
pérdidas de energia por radiacion.

Parte A. Electréon como particula uniformemente acelerada

Considere un electrén de masa m que desacelera a ritmo constante a desde una velocidad
inicial vy hasta el reposo (v = 0). Responda las siguientes preguntas asumiendo que

vy K ¢ por lo que la férmula de Larmor puede ser utilizada.

A.1 Encuentre la razén entre la energia cinética perdida por 1.0 pt

T 2.Y: .,
radiacion y la energia cinética inicial —)en funcion de a, v,
0

m y las constantes necesarias (de las enlistadas al final del
problema).

A.2  calcule el valor de la razén 2—E, si vp=5x%x10*m/s y la 1.0 pt
0

distancia total recorrida es igual a d = 15A.
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A. 3 Paraelcasodeunelectron como particula en caida libre debido 1.0 pt
a la influencia de la gravedad, cudl sera la razén de energia que
es irradiada cuando recorre un centimetro.

Parte B. Electron como oscilador arménico simple

Considere ahora que el electron describe un movimiento armdnico simple. Asuma que la
féormula de Larmor no relativista todavia es valida.

B.1 Escriba la expresidn de la potencia irradiada promedio sobre un 1.0 pt
periodo T en funcién de w (frecuencia de oscilacion) y x,
(amplitud de la oscilacidn).

Sugerencia:
El promedio de la funcién sin?8(t) sobre un periodo T es igual a % donde 8(t) es una
funcién que depende del tiempo.

Si en el instante t = 0, el electrén inicia su movimiento con una velocidad que varia de
acuerdo a la siguiente expresion v = (4.030 X 10*) cos[2m(6.414 x 1013)t]m/s.

B. 2 Utilizando la expresiéon del apartado anterior, écudl sera Ila 1.0 pt
potencia total irradiada promedio?

Parte C. Atomo de hidrégeno

En el modelo del atomo de hidrégeno de Bohr, un electrén no relativista, de masa m,
describe un érbita alrededor de un protéon con momento angular L = A (estado
fundamental).

C.1 Deduzca la expresion para la energia E, y el radio de Bohr 7y 2.0 pt
para el estado fundamental.

C.2 Demuestre que la razén entre el radio de Bohr 1y y la longitud 0.5 pt

de onda de Compton 4, = para el electrén es igual a

MeC
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= 137. Donde a es conocida como constante de estructura

Admitiendo que en un modelo clasico del &tomo de hidrogeno ocurre radiacion (No hay
estados estacionarios). responda los siguientes apartados.

C.3 Encuentre la expresidn para la potencia total radiada cuando el 1.0 pt
electrdén se encuentra en una 6rbita de radio 1y, en funcion de
la constante de estructura fina a.
C.4 Determine la expresion de la razén entre la energia radiada por 1.5 pt
revolucion AE y la energia del estado fundamental E; en
funcién de a y estime su valor.
Constantes
Masa del electron: m, = 9.11 X 10_31kg
Carga del electrén: e = 1.602 x 1071°C
Permeabilidad magnética en el vacio: p, = 41 X 107'N-A72
Velocidad de la luz en el vacio: ¢ = 3.0 X 108m/s
Constante de Planck: h = 6.62 X 1073%] - s
h
2w
Permitividad en el vacio: €y = 8.85 X 10_12(,’2/(N -m?)
1A =10"1"m
3
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Solucion

Problema 2.
Aplicaciones sencillas de la formula de Larmor (10 puntos)

A.1

Encuentre la razén entre la energia cinética perdida por

i e ... (AE L

radiacion y la energia cinética inicial (E—) en funcién de a, v,
0

m y las constantes necesarias (de las enlistadas al final del

problema).

1.0 pt

Inicialmente el electron posee Unicamente energia cinética, utilizando el concepto de potencia
podemos determinar la energia emitida.

_ AU
At

AU = P - At

AU P-At

- — 1

Eo Emvg

AU _ poq*a®
Eo  3mmcvd
Aplicando cinemadtica tradicional determinamos el tiempo t necesario para que el electrén
alcance una velocidad igual a cero.

v =1v,—adt

Ap =% _ Yo

-a |af

AE _ woq®a® vo _ Kodq®lal
Eo  3mmcvE|a|]  3mmcwg

A.2

. AE
Calcule el valor de la razén < Si Vo = 5X% 104m/s y la 1.0 pt
0

distancia total recorrida es igual a d = 15A.
Nuevamente con cinematica tradicional encontramos el valor de la aceleracién

1
d = vot — —adt?
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d=vo(2)-4(2)

2 2 2
— Y _ Y% _ Yo
lal  2]al  2]a]
2
Vo
la| =
2d

Con los valores proporcionados encontramos el resultado numérico utilizando la expresion del
literal A.1)

AE _ poq®lal
Ey 3mmcvyg

AE _ poq v
Eo 6mrmcd

AE _ poe?(5x10*m/s)

= -10
Eg 6mmc(15x10~10m) =21x%x10

A. 3 Paraelcasodeun electrén como particula en caida libre debido 1.0 pt
a la influencia de la gravedad, cudl sera la razén de energia que
es irradiada cuando recorre un centimetro.

Utilizando lo aprendido en los literales previos, la situacion cambia de movimiento horizontal a
movimiento vertical con aceleracién igual a g y vy = 0. La energia inicial sera igual a la energia
potencial gravitatoria mgh

AU _ pod®g At
Ug é6mmch

h = vot + gAt?

2h
At = |—
g
AU _ uoqcg g #oq 29
Up " emmch 67tmc h
AU _ Uoe? [2(9.80m/s?) — 2.80 x 10-22
Uy 6mmc\ 1.00x10~2m )
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Parte B. Electron como oscilador arménico simple

B.1 Escriba la expresion de la potencia irradiada promedio sobre un 1.0 pt
periodo T en funcién de w (frecuencia de oscilacion) y x,
(amplitud de la oscilacion).

Ahora el movimiento del electrén se ha modelado como armdnico simple. Recordando la
expresion de la posicidn y la aceleracion

X = xgSin(wt)
a = —xyw?sin(wt)
Reemplazando en la férmula de Larmor

2,.4,..2
w’ X .
p =£a 2 X0 gin2 (wt)
67TC

Para encontrar la potencia irradiada promedio necesitaremos utilizar la expresion anterior. Si el
estudiante hace un analisis de que la funcidn P(t) depende Unicamente del promedio de la
funcidén seno vy utiliza la sugerencia puede reescribir la expresién como

P — y0q2w4x(2)
12mc
B.2 Utilizando la expresién del apartado anterior, écuadl serd la 1.0 pt

potencia total irradiada promedio?

La expresion de la velocidad en el movimiento armdnico simple es igual a
v = wxycos(wt)
Por lo que la expresion del literal corresponde a
wxy = 4.030 X 10*m/s
w = 2m(6.414 X 1013)HZ
w = 4.030 x 10*Hz
Xo = 107%n

P = ‘1“2’_;2(4_030 X 1014)4—(10—10)2 — 2394 x 10-16W
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Parte C. Atomo de hidrégeno

CA Deduzca la expresion para la energia E, y el radio de Bohr 7

para el estado fundamental.

2.0 pt

El electrdn, en el modelo del &tomo de Bohr, describe una drbita circular, planteando la segunda

ley de Newton

ke?
F=—=ma
To
ke? muv?

2
o 7o

k

—= mu? este resultado indica que U = 2T
0

2 _ ke*

mro
Utilizando la expresiéon del momento angular y despejando el radio de Bohr
h = mvr,
h
v =—
mry
Combinando ambas expresiones para la velocidad, el radio de Bohr es igual al

_h
To= mke?

La expresion de la energia total se describe como
U
E=T-U=--U

EL SALVADOR

U ke?
E = —-—= — —
2 27"0
. emuestre que la razén entre el radio de Bohr r;, y la longitu .
C2 »OD t | tre el radio de Bohr 1y y la longitud 0.5 pt
de onda de Compton A, = para el electrén es igual a
mecC
1 ;
== 137. Donde a es conocida como constante de estructura
fina.
hZ
o mke2 hc
— = === 136.97 =~ 137
Ac h ke
mc
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C.3

Encuentre la expresion para la potencia total radiada cuando el
electrén se encuentra en una drbita de radio 1y, en funcion de
la constante de estructura fina .

1.0 pt

Escribiendo primero la velocidad en funcidn de o, obtenemos la siguiente expresion

mry mry C

La potencia total irradiada viene dada por la férmula de Larmor y la expresion de la aceleracion

centripeta

2 2 .,4
Uoe Upge“ v
P="—qg?="0=
6mc 6rmc 1)

uoe?a*cs

P==—5

67T
C.4 Determine la expresion de la razén entre la energia radiada por 1.5 pt

revolucién AE y la energia del estado fundamental E, en
funcién de a y estime su valor.

Encontrando primero la energia radiada por revolucién

__2mrg __ 27y

v ac
2 4.3

Upe“a™c? 2mry
AE=p T =2" - =0
enré  ac

2,32

Hoe“a>c

AE = ———

37'0
AE _ 2pgc?

a3 ~3.26x10°°
E 3k
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Problema 3.
Vasos comunicantes (10 puntos)

Cable

Calentador atmosférica py

|| ]

Y
I— resion HE'.‘H()]'((‘

N
(as ideal

A Pistdn adiabatico

L!’qtlhlu

Licuido

Densidad p

Tubo comunicante

Figura 1. Sistema de vasos comunicados por un tubo delgado.
Se tiene un contenedor A de seccidn transversal S y un contenedor B de seccidn transversal
1 . ,
ES' ambos colgados al techo de un laboratorio. El fondo de ambos contenedores estd

conectado por un tubo delgado y de friccidon despreciable, como se muestra en la Figura 1.

El contenedor A esta dividido en 2 secciones por un pistén de masa despreciable que puede
moverse libremente. La seccién del contendor A sobre el piston estd llena de un gas ideal.
La seccién bajo el piston en A, el delgado tubo que une a los contenedores, y la parte inferior
del contenedor B estan llenas de un liquido de densidad p. La masa del liquido contenido
en el tubo delgado se considera despreciable. A través de un calentador, se puede calentar
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el gas ideal en el contenedor A. El tope del contenedor B tiene un pequeio orificio por lo
que su parte superior esta llena de gas a presidn atmosférica p,. El contenedor A esta
colgado al techo mediante un cable inextensible y de masa despreciable y, el contenedor B
estd colgado mediante un resorte de masa despreciable. La aceleracién de la gravedad en
el sistemaes g.

La condicién inicial es que la longitud del cable del que se ha suspendido el contenedor A
se ajusta de tal forma que los niveles de liquido en ambos contenedores estén a la misma
altura. El volumen del gas ideal en esta condicion inicial es V.

Para este problema, haga las siguientes consideraciones:
- Usando la constante de gases ideales R, el calor especifico molar a volumen

constante ¢, y el calor especifico molar a presion constante ¢, estan dados por:
3 5 .
Cy = ER ye, = ER' respectivamente.
- Elliquido puede desplazarse entre los contenedores A y B.
- Aungue el resorte se estire, se asume siempre un equilibrio de fuerzas.
- El tubo delgado que une a los contenedores no se obstruye o bloquea debido al

movimiento del contenedor B.

Se calienta el gas ideal de modo que se expande cuasiestaticamente desde la condicién
inicial hasta que su volumen haya aumentado en AV. La constante del resorte usado en este
caso es k.

A. Demuestre que la nueva presion del gas ideal es 3.0pt
3
P =po+pg (3—22)av

Usando un nuevo resorte de constante k;; se repite el procedimiento del inciso anterior con
la diferencia de que la presién del gas en A permanece constante.

B. Determine esta nueva constante del resorte, k;;, en términos 2.0 pt
deS, g,yp.

C. Ademas, determine el calor Q;; que le fue suministrado al gas 1.5 pt
durante este proceso.

Ofimpiada

tberoamericana

* *
2 ahg t, | MINISTERIO
. . | DE EDUCACION,
lml )
*e o «* | CIENCIAY
GoBIERNODE | TECNOLOGIA
EL SALVADOR




XXIV

/O'bF PRUEBA TEORICA | 1-3

2019 - El Salvador

Para cierta constante del resorte, si se repite el proceso de los dos incisos anteriores, existe
el caso en que la temperatura del gas baja. Usando ese resorte, se aumenta el volumen del

1 . 15 o
gasen AV = ZVO' y se observa que su temperatura final es P de la temperatura inicial.

D. Realice una graficap — V de este proceso y determine el calor 3.5pt
neto en este proceso, Q;;;, en términos de V;, y py.
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Solucion

Problema 3. Vasos comunicantes (10 puntos)

A. Demuestre que la nueva presion del gas ideal es 3.0 pt
3 _pg
Pi = Po +pg(g—7)AV

Un cambio de volumen AV > 0 en el gas supone un cambio de altura hacia arriba 2AV /S
en el recipiente By AV /S hacia abajo en el recipiente A. Como las presiones deben ser
iguales en 2 puntos del liquido a la misma altura, se obtiene

, 20V AV 3pg
p =P0+P(—S +?)g = Do +_S AV
Sin embargo, un aumento de liquido AV en B supone un aumento de masa pAV, por lo
que el resorte se estirard ’)A% . Tomando esto en consideracion, se obtiene la respuesta
3 pg
= + -—— AV
pi Po T P9 (S X )
B. Determine esta nueva constante del resorte, k;;, en términos 2.0 pt
deS, g,yp.

Como la presién inicial y final del gas son iguales, usando la respuesta del inciso anterior
se obtiene

3 pg
=po+ —-——]AV
Po = Po T PY (S kii)
pSg
ki =—<
21 3
C. Ademas, determine el calor Q;; que le fue suministrado al gas 1.5 pt

durante este proceso.

El calor suministrado al gas viene dado por

5
Qii = pnRAT == poAV
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D. Realice una graficap — V de este proceso y determine el calor 3.5pt
neto en este proceso, Q;;;, en términos de V, y p.

Sea p la presién del gas cuando su volumen
es V, para ver mas claramente la relacidon P4
entre la presidon y el volumen del gas en este
proceso, reescribimos el resultado del
inciso (B) como

3 _pg Po
p—po+pg(§—7)(V—Vo) \

Se puede ver claramente que la presiény el 170
volumen guardan una relacidn lineal en este
proceso, por lo tanto el diagrama pV es
como en la Figura 1.

Ahora, usando la ley de Boyle-Charles, se
puede determinar la presion py del gas al Vi Vo + AV
finalizar el proceso:

5 Figura 1. Grafica p-V
poVo _Pr (ZVO) .3
160

El cambio de energia interna AU del gas durante este proceso es

AU = AT—3 R(15T T)— 3 RT, = 3 V.
= ncy _Zn 16 © o] = 3271 0= 321!700

El trabajo hecho por el gas durante este proceso puede ser determinado encontrando el
area bajo la curva del diagrama pV, o sea

W= (po+2m0) (51) = Zpuy
=5 Po 4190 20 —32Po 0
Finalmente, usando la primera ley de la termodindmica, se encuentra la cantidad de calor

suministrada al gas durante el proceso

3 7 1
Qu=AU+W = _ﬁpovo +§P0Vo = ngVO
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